PR-6.17. Particuia en un pozo de potencial infinito

Resuelva la ecuacién de Schrodinger para la particula de
masa m gue se encuentra en una caja unidimensional de
ancho L y paredes infinitamente altas para determinar;

a) Las funciones de onda permitidas.

b) Los niveles de energia correspondientes.

Solucidn: Como las paredes son infinitamente altas, la
energia potencial es infinita fuera de ellas, U(x) ==-. Enla
regi6n interna 0 < x < L, la particula solo tiene energia
cinética, U(x) = 0 y podemos escribir la ecuacién de
Schrodinger en la forma:

n? d%y d%y  2mE
e Ty &z w2
2
ix—l‘g =—k?y  donde k= 2:E

La solucién general de esta ecuacién puede escribirse
como una combinacién de ondas sinusoidales:

Y x) = Asenkx + Bcoskx
La particula nunca puede existir fuera de 1a caja, y por lo
tanto, la funcién y(x) debe anularse en las fronteras x =
0y x= L. De la condicién y(0)=0se obtiene:
W(0)=0=AsenkO+ BcoskO=0+B = B=0

La otra condicién de frontera w(L)=0= AsenkL se
satisface si:

KL= 2mE

L=nn n==12.3 ..
Por lo tanto, la funcién es:
W{I)=Axen(%rx)

La constante A es la amplitud de la onda y su valor,

A=~2/L, se determina por la condicién de
normalizacién de y(x), (Problema PR-6.19).

Y

n=1
x
S L >
E,.,=HZE1
4 .lr

n=3 QEI

n=2 4Ef

n=I E}

274 © D. Figueroa - Cap. 6: Naturaleza Ondulatoria de Ias Particulas



b) Las energfas permitidas se obtienen a partir de los
valores correspondientes de k:

2 2.2 2
E],,zhk"’=nzhjlr =n? X
2m 2ml? 8ml?

) p=1,2,3.

Estos resultados concuerdan con los obtenidos en el
problema anterior.
h2

E, =n’E E; =
y : 17 8mI?

n=1,2,.3, ...

Respuesta:

a) lp(x}zAsen(%x)

2, h?
i

=12 3

)

PR-6.18. principio de correspondencia en pozo infinito

Para una particula en una caja de paredes rigidas, evalie
el cambio fraccional de la energia, AE, /E,, y verifique
que el resultado debe estar de acuerdo con la teoria clasica
en el limite de los ndmeros cuénticos grandes (principio
de correspondencia).

Solucion: Segiin el problema anterior, en un pozo
infinito las energias de dos niveles adyacentes n y (n +1)
son, respectivamente:

W2r?
2ml?

h2r?

E, =n?
* rszEf

) Enpp=(n+1)%(

)

De modo que el cambio fraccional de la energia es:

AE, E,—-E, (n+12-n? 2n+l
E, E, n? n?

En el limite cldsico (n — =), se obtiene:

Lim—in = Lfm(z";"
n—o0 n n—eco n

)=0

Esto significa que en el limite cldsico, los niveles de
energia estin tan relativamente cercanos que son
indistinguibles y por lo tanto, los efectos cuanticos no son
apreciables. Esto es justamente lo que predice el principio
de correspondencia, expuesto por Bohr, segiin el cual la
mecénica cuintica debe concordar con la fisica clésica en
los casos donde la diferencia entre los niveles cuantizados
desaparece.
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PR-6.19. Normalizacién de Ia funcién de onda

Evalie la constante A en la funcién de onda para una |
particula atrapada en un pozo infinitamente profundo de |
anchura L.

¥(x) =Asen(-’1—xx)

Solucion: De acuerdo con Born, la relacién entre la
funcién de onda y(x) y su particula asociada, es de

naturaleza estadistica, de tal manera que lyF se
interpreta como una densidad de probabilidad. El
producto |y P dx, es la probabilidad de que la particula
se encuentre dentro de un dado intervalo de longitud dx
alrededor de x.

Normalizar la funcién y, consiste en multiplicarla por
algin factor constante, elegido de tal forma que la
probabilidad de que la particula existe en algin punto
todo el tiempo, sea igual a la unidad:

+oa
j w2(x)dx=1  (Condicién de normalizacién)

Como W, es no nula solo en el intervalo 0 < x < L, la
integral es:

E;
j Azsenz(ﬂx}dx =1
0 i

Si llamamos nmx /L =0, resulta: |

nw 2 B
Azi Se,.,:zgdg:A_E(E_senze) =1
niIT Y nr 2 4 o
A2L _nm  sen2nm sen0® . AZL
ietipe e S —(0— 25 =3
ni i 2 4 = 4 2 2

L

La constante A resulta la misma para todos los estados n.

n=1

Y
A I T
Area=2x= :
2| Probabilidad__
Fem e o el
s
n=2
P
1 1 1 1 1 1
| Y2
Pl o NS
( i
spuest

PR-6.20. prefiere pasar mas tiempo en ciertos lugares

Una particula estd confinada entre paredes rigidas,
separadas por una distancia L. Calcule la probabilidad de
que se encuentre dentro de una distancia [/3 de una pared.
a) Para los estados cudnticos n=1,n=2,y n=3.

b) Segiin la fisica cldsica.
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Solucién: a) Para cualquier estado n, la probabilidad por
intervalo de longitud o densidad de probabilidad es:

Iy, =/ %sen(%x}}z

La probabilidad de que la particula se encuentre dentro de
una distancia L/3 de una pared es:

L/3
P, = J. lyp 2 dx = J- 2 5en?("Z x)dx
6 ik L

2 J' /3 b L oRen2a 5
P sen<Bdf = —{(——
n (L)f ) :rr{z P )0
1 sen(2nm/3)
po—cg SN
" 3( 2nr/3 )
P slsttdom=ls . Py= - R0 GGy o ahe
3 27/3

1 - sen(4m/3)

Paraelestadon=2: Py=—( ) =0.402
3 4r/3

Pl estadpnaBs. Pye - OO T g
3 6r/3

b) Para una particula clasica, todas las posiciones entre las
paredes del pozo son igualmente probables, de modo que
la probabilidad de que la particula se encuentre dentro de
un intervalo de longitud Ax es P =Ax/L que, en este caso
es 1/3.

De acuerdo al principio de correspondencia de Bohr, la
teorfa cudntica debe concordar con la teoria cldsica en el
limite de los nimeros cudnticos grandes. Si tomamos el
limite en la expresién P, para n—ee, y recordando que
lsen(2nm /3)I< 1, se tiene:

Lim By Lim ~ =202 Dy 1
n—seo n—see 3 2nm/3 3

Esta concordancia entre la fisica cldsica y la cuéntica, es
consecuencia de que para niimeros cudnticos grandes, la
densidad de probabilidad |y,  tiende a ser cada vez
mas uniforme.

X

o}
S
A
()
ey
i

L

2| B =019 Clésico
o Ly e
i
|
0 2L/3 I *
Bespuesta:
i sen(2nm/3)
3 By=—(l
) s 3( 2nm/3 )

P; =0.196,P, =0.402, P; =1/3
b) Clasica: P =1/3
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PR-6.21. El estado base del dtomo de hidrégeno

Las funciones de onda del dtomo de hidrégeno se
obtienen resolviendo la ecuacién de Schrodinger en tres
dimensiones para la energia potencial electrostética:
U(r)=—ke? /r. En coordenadas esféricas, las funciones
y(r,6,¢) son especificadas por tres nlimeros cuinticos
que corresponden a los tres grados de libertad del electrén
(ignorando el espin). Para el estado base, la funcién de
onda es la mas sencilla, ya que depende solo de la
distancia radial 7
Y(r)=Ae"/40

Donde ay es el radio de Bohr y A es una constante.

Determine para el estado base:

a) La constante A.

b) La distancia mas probable entre
el electrén y el niicleo.

¢) El valor medio de la distancia
entre el electrén y el nicleo.

d) La probabilidad de que el
electréon se halle en una regién
esférica dentro del radio de Bohr.

Solucidn: Podemos definir la funcién de densidad de
probabilidad radial P(r) a la probabilidad de encontrar el
electrén en un cascarén esférico de radio » y espesor dr.
El volumen 4V de dicho cascarén es igual al drea de la
superficie 472 multiplicada por su espesor dr.

P(r)dr=ly(r)P dV =ly(r) P 4mrldr

a) Recordando que la probabilidad de encontrar el
electrén en cualquier parte debe ser igual a 1 y es la
integral de ly(r) ¥ sobre todo el espacio, tenemos:

ten +oa
Y2(r)dV = | [Ae™"/% |24 nr2dr =1
0 0
ap Feo
47’7"2(?)3 wletdu=mAal =1 = A=1/ra}’/?
0

b) El valor mas probable de r corresponde al pico de la
grifica de P(r) en funcién del radio 7

P(r)=ly(r)P 4mr? =47A2e~2r/a0,2 = —43— e=xion
a
0

En ese punto, la pendiente de la curva es cero:

dP(r) A, %(Zr)g—zr/ag 4 13 ,«2{__.2_)3—2-"/“0 =0
dr a ap ag

Esta expresi6n se satisface para:

.[ uZeUdu=—(u? +2u+2)e

g n!
e P =
0 an+1

B ;%0 (Valor mas probable)

¥ PNy 24p (Valor medio)
1
| |
[
B

- I |
I I
gy
I
I i 1 L

0 dy 209 3dp r
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8r
3
%

e—2r/ag”_L):0 r=ag
ag

Vemos que la distancia mas probable del electrén al

niicleo es justamente el radio de Bohr.

¢) El valor medio de la distancia del electrén al nicleo es:

L

+oo +oo 4 +oo
<r>= | rP(r)dr= —3r3e‘2"‘"‘0 dr=4gy | x3e2xdx
0 0 a 0

31 3
P=dgg——="
“024 290

Vemos que el valor medio de r es 50% mayor que el valor
mas probable (radio de Bohr ap), y se debe a la gran

asimetria en la funcién de distribuci6n ya que el electrén
puede existir a distancias muy grandes.

d) La probabilidad total de que el electrén se encuentre
entre r=0y r= gy es:

ap ag
P(r<ag)= JP(r)dr= J-
0

% 2g=2r/ag dy
0 ao

2 2
P(rS@J:%(fQ}j J uze_“du=—l(u2+2u+2,le"“la
ap 2 0 2

P(r<ap)=1-5¢2=0,323

Res, H

1
a) A=7-—nag/2

b) Valor mas probable: r=ag

| c) Valor medio: < r>= %ag

| d) P(r<ag)=0,323

PR-6.22. Particula en un pozo de altura finita

Una particula de masa m tiene una energia potencial cero
en la regi6n: 0 < x < L y una energia potencial Up, fuera
de esta region (esto es conocido como un potencial de
pozo cuadrado). Si la energia E de la particula es menor
que Uy, determine las funciones de onda dentro del pozo

(Regi6n II) y fuera del pozo (Regiones I y III).

Esta es una situacién que se podria simular mediante un
dispositivo donde se confina un electrén en un tubo metdlico

Utx)

hueco y delgado de longitud L, que estd conectado a un Vo—l— J_Vf}
potencial Vp respecto a dos tubos adyacentes muy proximos. i == *
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Solucidn: En la regi6n I (0 < x < L), la particula solo
tiene energia cinética, U(x) = 0 y podemos escribir la
ecuacién de Schrodinger en la forma:

d2y  2m d%y  2mE
—Y+—(E-U)y=0 = —_—
dx2 i #h2 ( )W dx2 h2 Y
2 ;
g—lg:—-kzw donde k= NImy
dx? h

Esta ecuacién es idéntica a la del pozo infinito y las
soluciones son funciones sinusoidales. Sin embargo aqui
no se requiere que ¥{x) se anule én las fronteras x =0y x
= L, por lo tanto escribiremos la solucién mas general:

yir(x)= Asenkx+ Bcoskx (dentro del pozo)
Donde A y B son constantes.

En las regiones I (x < 0) y III (x > L), escribimos la
ecuacién de Schrodinger con U =Up:

d*y 2m iy
"d?“Fh—z(E =Up)y=0
2 2
% =k%y siendo k2= W

Como Up > E la cantidad kZ es positiva, por lo que las
soluciones de esta ecuacién son del tipo exponencial:

W(x)=CeX* + De—x

Las constantes C y D son diferentes para las dos regiones.
Pero la funcién y{(x) debe tender a cero tanto para x——oco
como para x—-ee, requerimiento que debe cumplirse
para que pueda ser satisfecha la condicién d¢
normalizacién. Esto implica que C=0parax>Ly D=0
para x < 0, por lo tanto, las soluciones son:

yy(x)=Cekx parax<0
vi(x)=De®™  parax>L

Es decir, dentro del pozo las funciones son sinusoidales y
fuera de €I, son exponenciales decrecientes. Las cuatro
constantes A, B, C y D se determinan por la continuidad
de ¥ (x) y su derivada en los puntos limites x =0y x = L.
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WVil,ep =¥11],0p vir|,_, =Vl

dym

dyp|  _
dx

x=0 dx

dyy
dx

_dvi
x=0 dx

=L x=L

Si d¥/dx no fucia_c‘:ainum entonces la segunda derivada
d2y/dx? serfa infinita, lo que violarfa la ecuacién de
Schridinger que establece que d2y/dx? <(V —E), que
en este caso es finita. En la grafica se muestran las

Respuesta:

funciones de onda para las tres regiones que se enlaza
suavemente en las fronteras.

Observe que todas las funciones ¥ son no nulas en las
regiones exteriores a las paredes. Esto significa que existe
una probabilidad finita de encontrar la particula fuera de
las paredes, una regién que estd prohibida por la fisica
newtoniana, ya que allf la energia cinética K = E— Up,

a)Parax<0: yj(x)=Cel*
k=2m(Up—E)/h

b)Para0<x< L:
yyi(x)= Asenkx + Bcoskx

k=~NZmE /h
c)Parax>L: l;f;;;(x):De_kx
k=+2m(Ug—E)/h

seria negativa.

PR-6.23. Energia minima en un pozo de altura finita

Una particula de masa m tiene una energia potencial nula
en la regién: -I/2 < x £ L/2 y una energia potencial Uy,
fuera de esta regién. Halle la energia en el estado
fundamental si en las paredes del pozo la funcién ¥ tiene
una amplitud que es la mitad que en el medio del pozo.

Ufx)

Solucién: En el problema anterior vimos que en la
regién dentro del pozo, la ecuacién de Schriodinger es:

d2y 2mE
bl S donde k=
dx? ¥ h
Cuya solucién general es:
W(x)= Asenkx + Bcoskx L2 <x< L2

Para las condiciones del problema: y(—L/2)=wy(+L/2)
y como: sen(—8)=-sen(6) y cos(—8)=+cos(0), se
tiene:

AsenE—% chE :—Asen&-i- Bcos&['- e
2 2 2 2

Luego la funcién buscada es: y(x)=Bcoskx y teniendo
en cuenta la condicidén de frontera, se obtiene:
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W(%j':%w‘(()) = Bcos%:%BcosO=%B

La solucién de k que corresponde al minimo de energia
es:

co.';E = = B _E Ty= 2z
3 .9 3 3 T
Respuesia:
Luego la energia del estado fundamental es:
W22 w2 2m , 2h’n2 B
By kg " omi?
2m  2m 3L Om[?
PR-6.24. Halle el potencial para esta funcién de onda
En una regién del espacio, una particula con energia total
cero tiene una funcién de onda:
Y(x)= Axe~x*/a?
Encuentre la energia potencial de la particula en funcién
de la distancia x.
Solucidn: Partiendo de la ecuacién de Schrodinger:
Y(x)
Py 2
pracy + —[’ E-U)y=0
Como E = 0, la energia potencial es: ¥
1d?
U(x)= -—( e

Las derivadas de y(x) son:

d 2 2
Y Ax(—Z)ex21a? 4 gox?1a? —(_BE" L) pgr?/a?
dx az a2

2
% i Ae—xz /a? _Hr _._”(_ )A -x2 /a2
d?y 4x2 6 4x?

2
o S e N —x2 /a2 = __i
( = az )Axe ( a4 a‘z_)_y_;(z‘l____

Sustituyendo, encontramos la energia potencial:

72
fo)~——2( = —6)
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PR-6.25. Barreras de Potencial y Efecto Tiinel

Considere una particula que incide sobre una barrera
rectangular de altura U, y ancho L, siendo la energia total

Utx,
de la particula, menor que la altura de la barrera, E < Up. I (U) I
a) Halle las funciones de onda en las regiones I, II y III. g E
b) Demuestre que existe una posibilidad de que la Incidente | Transmitida
— —_—

particula penetre la barrera, la atraviese-y luego emerja | «—— B
por el otro lado, aun cuando no tenga suficiente energfa Rcﬁc_]ada -

cinética. La penetracién de barrera se conoce como, efecto |
tiinel y no es concebible en la mecénica newtoniana.

Solucidén: Esta barrera de potencial es lo opuesto al pozo
de potencial estudiado en el problema anterior. En las
regiones a cada lado: x <0 y x > L, donde U(x) =0, la
ecuacion de Schrodinger es:

d%y  2mE . 2mE
E=_h—zl,ur_—k1,¢r donde k= 2

y la solucién es del tipo sinusoidal:
W( x) = Asenkx + Bcoskx (fuera de la barrera)

Las constantes A y B son diferentes para las dos regiones.
En la regi6n II intermedia: 0 < x < L, donde U =Up, la
ecuacién de Schridinger es:

d?y  2m(Uy-E)
i S

_2m(Up—E)

D 2
W =+k“y k 52

y la solucién es del tipo exponencial:

wii(x)=Ce*  (dentro de la barrera)

Es decir, la funcién y decae exponencialmente en la

barrera y continda en la regién ITI con la misma forma de

la onda incidente pero con una amplitud menor. Las
amplitudes se determinan igualando las y’s y sus

derivadas en los puntos limites, x = 0 y x = L. De acuerdo
a la mecdnica newtoniana, si E < Up la particula no
podria penetrar esta regién, porque su energia cinética: K
= E— Ug =mv? /2, serfa negativa, lo cual requeriria una

masa negativa o una velocidad imaginaria.
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En la mecénica cuéntica la probabilidad de que la
particula atraviese la barrera de potencial, llamada
coeficiente T de transmision, es proporcional al cuadrado
de la razén de amplitudes de y en ambos lados de la
barrera. Cuando T << 1 su expresién aproximada* es:

h

También se define un coeficiente de reflexién, R, como la
probabilidad de que la particula se devuelva después de
interaccionar con la barrera. La suma de estas
probabilidades debe serigual a launidad: R+ 7= L.

* Quantum Physics: R. Eisberg y R. Resnick, 1974.

Respuesta:

a)Parax <0y pafax:- L:
wyr(x)= Asenkx + Bcoskx

k=~2mE /h?

b)Para0<x<L:
Yy (x)=Ce™®*

k=A2m(Ug—E)/h?

¢) Coeficiente de transmision:
T = e—2kL

k=+2m(Up—E)/h?

PR-6.26. Uno de cada 1000 electrones pasa la barrera

Se lanza un chorro de electrones hacia una barrera de
potencial de espesor L = 0,70 nm y de altura Uy = 5,93
eV. Calcule la energia E con que deben incidir los
electrones para que la probabilidad de transmision sea de
uno en 1000.

Solucidn: La probabilidad de que un electrén atraviese
la barrera es:

T=e¢2kL  donde: k=—-W

A
Tomando logaritmos:  InT =-2kL

Despejando, obtenemos el valor de k:

-3 =
e fﬂT: Inl'[] - 6,91 24,93}[109111_1
2L 2(0,7x107%)  2(0,7x1079)
252 942 3442 e
k2h2 _ (4,93x10%)2(6,63x10-34) p skl
2m 2(9.11x10-31)(27)2
242 19
k2n 1,48x10~19] 0,93V

2m  1,60x10-193/eV

Por lo tanto, la energia de los electrones incidentes es:
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f = 242
k=M = E=U k<h
h 2m

252

E=U; —kz—h =5,93¢V —0,93¢V = 5,06V
Hi

E =5,0eV

PR-6.27. Efecto tunel en barreras de forma arbitraria

a) A partir del coeficiente T para la barrera rectangular del

problema anterior, demuestre la siguiente expresién para
el caso de una particula de energia E < Up, que atraviesa

una barrera unidimensional U(3c) de forma arbitraria:
2l
T‘:*axp[—g N2m(U(x)— E)dx]
a

b) Calcule el coeficiente de transmisién para una barrera
triangular: U(x)=(Uy/L)x O<x<k

U(x)

Solucion: a) Si dividimos la barrera en una serie de
barreras de espesor Ax;, el coeficiente de transmisién en

cada una de ellas es:

T(x;) = exp[-2kiAx; ]

v, - \2mIU(x)— E]

ki

donde:

La probabilidad de penetracién de cada barrera es
independiente de las otras barreras, de modo que para la
secuencia de n barreras, tenemos:

T=T(x;)T(x2)T(x3)...
T zexp[ 2kjAx) |.exp[ —2koAxs . exp[—2k3Ax3]...
n
T =exp[2(kjAx; + kaAxa+...)] = exp{—l’Zk,-Ax,—]
1=]

En el limite en que cada barrera es infinitamente delgada,
Ax; ->dx y n—co y la suma se convierte en una

integral:

b b
TEexp{~2J.k(x)dx]sexp{—%I«ﬂm[U{'x)—E}dx]
a a
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b) Para la barrera triangular: U(x)=(Up/L)x

5 .
T:"—:exp{—% jx; 3 ‘2m(g5~x—~ E)dx]

La integral es del tipo:
I«iax~bdx=3i(ax—b)3/2
a

En el punto limite inferior: U(x;)=E y x;=EL/Up.
Integrando, se obtiene:

b SR
TEexp{—% J. \2m(U — E )dx] I

b)
o 4L~ 2m 3/2
ekl e T=epl-— {U = ,r
3l
PR-6.28. La menor energia en un pozo triangular
Ulx)

Un particula de masa m estd atrapada en un pozo con una
energia potencial:

U(x)= Uom

Con las relaciones de incertidumbre, obtenga un estimado
la menor energia que puede tener la particula.

Solucidn: Supongamos que la posicién de la particula
esta indeterminada por una cantidad Ax=w. Usando la
relacién AxAp = #, la indeterminacién en el momentum
debe ser: Ap=h/w. Este lo tomamos como el minimo
momentum p de la particula La energia total es:

2
(R/w) +Ug£
a

p2
E(w)==—+U=

2m m
De la condicién dE /dw = 0 hallamos el valor de w que
corresponde al minimo de esta funcién:

dE_ 28 Uy _

E; 2mw3 a

=0

(ﬂ )73

Wmin =
ng

E(w)

Eyp
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Sustituyendo w,,;,, encontramos el valor minimo de la
energia:

e h? (h2a/mUg)!"3
O om(iRa/mlg)2’3 ~ ° a Respuesta:
3 W2UG /3 3,705 13
EGZ'EI'—ZJ Eo—zf e )
PR-6.29. La menor energia del oscilador cudntico U(x)

Un particula de masa m estd sujeta a una fuerza
restauradora lineal F = -kx, donde x es el desplazamiento
a partir del equilibrio y k la constante eldstica. En la teoria
cldsica, el sistema oscila con una frecuencia @y = M :
Utilice el principio de incertidumbre para obtener un
estimado de la menor energfa posible del oscilador
cusntico (esta se denomina energfa del punto cero).

Solucién: Una fuerza del tipo eldstico F = -kx tiene
asociada una energia potencial U(x)=kx2/2, de modo
que la energfa total de la particula es:

2
E=gatr=L oyl
Zm 2

Si suponemos que la incertidumbre en la posicién de la
particula es: Ax=w, y usando la relacién AxAp=#, la
incertidumbre en el momentum debe ser: Ap=#h/w. El
valor minimo de la energia debe cumplir la relacién:

(h/w? 1,

=

De la condicién dE /dw = 0 hallamos el valor de w que
comresponde al minimo de esta funcién:

dE 252 i
LIS cll NSO T
dw  2mw3 Jmk

Sustituyendo w2, encontramos el valor minimo de la
energia:

82wk 1. K k
Eae e MU e R
550 % 0 e An &Y

E(w)

Ep
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Este es tan solo un valor estimado, ya que el valor exacto
es la mitad de este valor (Eg=hay/2) y se obtiene
resolviendo la ecuacién de Schrodinger para el estado
base del oscilador (ver el siguiente problema). Esta
energia minima (que no es cero), se llama energia del
punto cero y ocurre en todos los casos en que una
particula estd restringida a moverse en una regién
limitada.

Respuesta:

PR-6.30. una funcién de onda del oscilador armdnico

Un particula de masa m estd sujeta a una fuerza
restauradora lineal F = -kx, donde x es el desplazamiento
a partir del equilibrio y & la constante elé4stica. En la teoria
clésica, el sistema oscila con una frecuencia @y =/k/m .
a) Compruebe que la funcién: y(x)= Aexp(—ax?) es una
solucién de la ecuacién de Schrodinger.

b) Encuentre la energia correspondiente a este estado.

¢) Halle la constante A de la condicién de normalizacion.

Solucién: Una fuerza F = -kx tiene asociada una energia
potencial U(x)=kx2/2 y la ecuacién de Schrodinger es:

B2 IPy(x)

e St kle,(/{x) wa)

La primera y segunda derivada de la funcién y(x) son,
respectivamente:

ﬂzi/&e"uz =—2axAe?

de dx 4
92‘#_ 2aA —ax? —ax? 2 —ax?
sl € +2ax(2ax)Ae =2aA(2ax* —-1)Ae

Sustituyendo en la ecuacién de Schrodinger:

Z
—-LZa(Zaxz - 1,]';‘316_“""2 -- lksze'w‘z = EAe—ar?
2m x

Cancelando el factor comiin Ae—axz , se obticne:

2 AL s
#ta 2h*a x2+%kx2=E

m m

Uix)

P(x)=Ae @
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Para que esta ecuaci6n sea valida para todo valor de x, los
coeficientes de los términos en x2 deben cancelarse:
21242 1 NEkm

+—k=0 = a=
m 2 2h

-~

La energia es:

h2a 1\F 1
UL ) E=—h|—=—h
m B 2 i 2

¢) La constante A se obtiene de la normalizacién de yf(x):

4o +oo 2
1= | y(x)2dx=A2 e—2ax” dx

e ]
2A2J s 2adgreand L1 E oy
0 2\2a

" (wkm /2h 14 _ (km Lk
T

A
(Eh}lm

En general, la funcién de onda para los diferentes estados
del oscilador arménico es una funcién de la forma:

E,,=(’n+%)hwg

L
Eg‘l Eﬁ.ﬂ)o

Yn(x)=Afp( x)emax?

donde f,(x) es un polinomio cuya mayor potencia es x”.

- : 2

La funcién que hemos considerado ( Ae™*" ) corresponde
al estado base (n = 0). Las energias correspondientes a los
diferentes estados son:

En=(n+%);‘ia)g =012, ..

Estos niveles de energia estdn uniformemente separados,
con intervalos constantes: AE = fidy.

1,1)1 E=>hog
X
: 1
¥o /\"0'5"“‘0
: : %
Bespuesta:
.1 k 1
b) E=—h|—=—h
) 2. J; 25 o
1/8
)A:(km)
(m)l!‘i

PR-6.31. Probabilidad cuintica vs cldsica del oscilador

a) Calcule la densidad de probabilidad para la particula
del oscilador arménico de acuerdo a la mecénica clasica.
b) Compare la densidad de probabilidad cuéntica para el
estado de menor energia con la prediccidn clésica.

Y(x)=Aexp(—ax?)
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Solucion: a) Segiin 1a mecénica clésica, en cada punto
del eje x la particula tiene una velocidad bien definida v(x)
= dx/dt y la probabilidad de encontrarla en una
determinada regién dx es proporcional al intervalo de
tiempo que pasa en esa regién, el cual a su vez es
inversamente proporcional a su velocidad:

P(x) = c¢/v(x), siendo ¢ una constante.

La velocidad se obtiene a partir de la energfa total E:

E=K+U=-l—mv2+lkx2
2 2

] s
v(x)=1/ﬁ:,/£wf25'/k—12
mn m

La densidad de probabilidad clésica es:

P(x)=

La constante ¢ se obtiene de la condicién de
normalizacién:

I I JZE/k dx
P(x)dx 20.‘/7
2E/k -x?

2E/k
1=2¢ Earc.feﬂ'z = =CRZJE
k ;28/& k
I\{T
c=—_|—
T\m

Segiin la grafica, la densidad de probabilidad cl4sica,
P(x), presenta un minimo en la posicién de equilibrio x =

0, como se muestra en la gréfica, y aumenta rapidamente
hacia las fronteras x =+x,,,.

El desplazamiento méximo, x,,, se alcanza cuando la

energia cinética es nula y la energia total es igual a la
energfa potencial:

=l.b:2 e ’2E
2 k

“'(") J- N2E /k—x?

J. dx %
——=gycsen—
Jaz_xz a

| ] |
| [
| |
I |
| Bo
i ~Cldsica
| |
| |
| |
2F 2E x
4% N
P(x)
Cuintica
Vs
2E 2 2
V& L
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La densidad de probabilidad cudntica para el estado de
menor energia del oscilador arménico es:

{rkm}\lm

P(x)=ly(x)P=AZexp(-2ax2)= (2

exp(—2ax?)

Segtin la grifica esta densidad de probabilidad presenta
un méiximo en el punto de equilibrio x = 0 y se extiende
mas alla del limite establecido por la mecénica cldsica.

HRespuesta:

Densidad de Probab. Clasica:
o O S
AN2E /k—x2
Densidad de Probab. cuintica:
(km)m
Plx)=
(x) (mp&

exp(—2ax 2)

PR-6.32. Degeneracion en el billar cuantico

Una particula se encuentra en una caja bidimensional de
paredes impenetrables, que se¢ representa por la energia
potencial:

Ulx, y) =0 para:. O<x<lI, (O=xy<L

ix y)=== paraix<Ox>L 3y <0y>.L

a) Determine las funciones de onda y(x,y).

b) Determine las expresiones para los niveles de energia.
¢) Cuando diferentes funciones de onda estan asociadas
con el mismo nivel de cnergia, se dice que existe
degeneracién. Identifique los primeros estados que son
degenerados.

Solucién: En laregién: 0 < x < L, 0 <y < L, donde U
= 0, podemos escribir, la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo para dos dimensiones:

h2 Py(xy)  Pyix.y)
2m ox? a2

)=Ey(x,y)

Si insertamos en esta ecuacién una funcién que es el
producto de dos funciones, una que depende de x y la otra
que depende de y: y(x,y)=¢(x)p(y), al derivar y luego
dividir por ¢(x)¢(y), se obtiene:

3¢/ dx? " o /oy? - 2mk
¢ @ h2

En el lado izquierdo de esta ccuacion, cada término de la
suma es independiente del otro y ambos deben ser
constantes por separado. Por lo tanto, si llamamos
Ey+ Ey =E, podemos escribir:

y=

U= U= U=w

0 x=L
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P2o(x) _ 2mE _ \2mE,
Tz =t s
p(y) 2mE, Ly _2mE,
‘-%’—2=*?¢f))——ky¢(y) e

Teniendo en cuenta que, tanto estas ecuaciones como las
respectivas condiciones de frontera son las mismas que
para el caso que hemos estudiado del pozo infinito en una
dimension, las soluciones serdn del tipo sinusoidal:

@(x)=Arsen(kx) 'y  @(y)=Aysen(ky)

La funcién completa sera:

WI,y}ZA'SEHEEE?ESeRﬂ ny=12,. ny=12,.

La constante global A’ se obtiene de la condicién de

normalizacién:
_” wldxdy=1

J.dyJ.Azsenz sen —):Lﬂ=l = A=

b) Como en el caso del pozo unidimensional, la condicion
de que ambas funciones ¢(x) y ¢(y) se anulanen x = L
se satisface si se cumple para cada una: k,L=nx. Por lo

.
L

tanto, la energias respectivas son:

hln?
R

2mI?

nle(

La energfa total es:

h22

— ——(nZ+n$)=Eg(ni+n3)

Eﬂxn_}‘ =E, + E,,},
c) En la grifica se muestran los cinco primeros niveles de
energia y se observa que algunos de ellos son estados
degenerados, porque son comunes a diferentes conjuntos
de nimeros cuinticos (nx,ny). En la mecdénica cuintica,
la degeneracion es una caracteristica que normalmente

estd asociada con alguna simetria espacial del sistema.

13E, (32) (23) 5
10E, (3,1) (1,3) 5
8E, (22) 5
SE, 2,1) 12 2
2E, (1,1) %
Energia (11, 11y) Deg
h2m?
gt
0" o2
™
Bespuesta:
wix,y)= A’sen% sen B
ne=1,2,3,. ny=1,2,3,.
him?
nxmy —zm—Lfﬂx +nf)
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